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Nous etablissons d'abord que le groupe d'automorphismes de tout quotient deÂ
 .U sl par un ideal primitif minimal est la somme amalgamee d'un sous-groupeÂ Â2
d'automorphismes lineaires et d'un sous-groupe d'automorphismes triangulaires.Â
 .On en deduit que les sous-groupes finis de Aut U sl sont isomorphes a desÂ Á2
 .sous-groupes de Aut sl . Si h designe l'algebre de Lie nilpotente de dimension 3Â Á2
sur C, on montre par une methode analogue, que tout sous-groupe fini deÂ
 .  .Aut U h est isomorphe a un sous-groupe fini de SL 2, C , a une extension par unÁ Á
groupe cyclique pres. Q 1998 Academic PressÁ
INTRODUCTION
w xSoit R s C X, Y l'anneau des polynomes a deux variables sur C. JungÃ Á
w x w xJu et van der Kulk Van ont decrit le groupe des automorphismes de RÂ
comme etant la somme amalgamee suivant leur intersection du sous-groupeÂ Â
des automorphismes affines et d'un sous-groupe d'automorphismes trian-
gulaires. Cette structure permet de montrer que tout sous-groupe fini de
Aut R est conjugue dans Aut R a un sous-groupe fini d'automorphismesÂ Á
w xlineaires. A. Czerniakiewicz Cz demontre les memes resultats pourÂ Â Ã Â
 :l'algebre libre associative a deux variables C X, Y . En revanche, cetteÁ Á
w xstructure de somme amalgamee n'est plus valide pour Aut C X, Y, Z , et ilÂ
semble meme qu'il existe des automorphismes qui ne sont pas moderes,Ã Â Â
i.e. qui ne sont pas dans le sous-groupe engendre par les automorphismesÂ
w xaffines et les automorphismes triangulaires Na .
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w x  .Dans Di2 , Dixmier donne explicitement des generateurs de Aut A C ,Â Â 1
 . w xou A C designe l'algebre de Weyl d'indice 1 sur C. J. Alev A precise ceÁ Â Á Â1
 .resultat en montrant que le groupe Aut A C admet une structure deÂ 1
w xsomme amalgamee analogue a celle de Aut C X, Y . On peut alors enÂ Á
 .deduire que tout sous-groupe fini de Aut A C est conjugue a un sous-Â Â Á1
 .  .groupe de SL 2, C . Rappelons que les sous-groupes finis de SL 2, C sont
classifies a conjugaison pres en les cinq types A , D , E , E , E .Â Á Á n n 6 7 8
Dans le cas des algebres enveloppantes, le groupe des automorphismesÁ
 .de U g , ou g est l'algebre de Lie resoluble de dimension 2, est determineÁ Á Â Â Â
w xdans Sm . En dimension 3, pour g resoluble non nilpotente, S.Â
w x  .Montgomery Mo montre que tout sous-groupe fini de Aut U g est
conjugue a un sous-groupe fini de Aut g. En ce qui concerne le casÂ Á
w xsemi-simple en dimension 3, i.e. g s sl , Dixmier donne dans Di1 les2
generateurs F et C du groupe des automorphismes de B , ou B estÂ Â Án, m n, m l l
 .un quotient primitif minimal quelconque de U sl . S'appuyant sur ce2
resultat, on demontre ici, par la methode de Bass-Serre, que le groupeÂ Â Â
Aut B admet une structure de somme amalgamee. Plus precisement, onÂ Â Âl
montre le theoreme 1.2.15 suivant:Â Á
THEOREME. On aÂ Á
Aut B s A) J ,l I
 .ou A s Aut sl et ou J est le sous-groupe engendre par les automorphismesÁ Á Â2
 .diagonaux Q et les F a g C*, n g N*, m g C , a¨ec I s A l J.a n, m
Dans cet enonce, J constitue l'analogue du groupe des automorphismesÂ Â
triangulaires. On en deduit alors que tout sous-groupe fini de J estÂ
 .conjugue a un sous-groupe de Aut sl , puis qu'il en est de meme pourÂ Á Ã2
tout sous-groupe fini de Aut B . P. Polo a montre la meme propriete pourÂ Ã Â Âl
tout sous-groupe algebrique reductif de Aut B de dimension positive.Â Â l
 . w xEnsuite, sachant que U sl est libre sur son centre Ko , on obtient que2
 .tout sous-groupe fini de Aut U sl s'identifie a un sous-groupe fini deÁ2
Aut B , pour un certain l. On conclut alors que tout sous-groupe fini del
 .  .Aut U sl est isomorphe a un sous-groupe fini de Aut sl .Á2 2
Enfin, on obtient un resultat analogue pour le groupe des automor-Â
 .phismes de U h , ou h designe l'algebre de Lie nilpotente de dimension 3.Á Â Á
Plus precisement, on a le theoreme 2.2.2 suivant:Â Â Â Á
 .THEOREME. Soit G un sous-groupe fini de Aut U h . Alors, il existe uneÂ Á
suite exacte
1 ª H ª G ª C ª 1,
 .ou C est un groupe cyclique et H est isomorphe a un sous-groupe de SL 2, C .Á Á
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Notons enfin que ce resultat ne peut etre ameliore puisqu'on peutÂ Ã Â Â
 .trouver des sous-groupes finis de Aut U h qui ne sont pas isomorphes aÁ
 .des sous-groupes de SL 2, C .
 .1. SOUS-GROUPES FINIS DE Aut U sl 2
1.1. Rappels et notations
On rappelle que sl est l'algebre de Lie de dimension 3 suivante:Á2
sl s C E [ C H [ CF ,2
w x w x w xavec H , E s 2 E, H , F s y2 F et E, F s H .
 . 2Soit U sl l'algebre enveloppante de sl et soit V s 4FE q H q 2 H;Á2 2
 . w xon sait alors que le centre de U sl est C V .2
w x  .Selon les notations de Di1 , pour tout l g C, posons B s U sl rl 2
 .V y l . Nous noterons e, f , h les images canoniques de E, F, H, dans
B . On a les relations suivantes:l
w x w x w xh , e s 2 e, h , f s y2 f , e, f s h ,
l s 4 fe q h2 q 2h s 4ef q h2 y 2h. 1 .
On en deduit facilement que, si p est un polynome a coefficients com-Â Ã Á
plexes en une indeterminee, alors:Â Â
erp h s p h y 2 r e r , f mp h s p h q 2m f m . 2 .  .  .  .  .
On en deduit aussi, par recurrence sur i g N, les relations suivantes:Â Â
y1iq1 i 2ef s y4 f h y 2 2 i q 1 h q 4 i i q 1 y l , .  .  . .
y1iq1 i 2f e s y4 f h q 2h y l 3 .  .  .
et
y1iq1 2 ie f s y4 h y 2 2 i q 1 h q 4 i i q 1 y l e , .  .  . .
y1iq1 2 ife s y4 h q 2h y l e . 4 .  .  .
Plus generalement, on a les lemmes suivants:Â Â
w xLEMME 1.1.1 Di1, 1.9 . Soient a, b g N.
Si a G b, on a:
yba b ayb 2 bf e s y4 f h q R h , .  . .a , b
ybb a ayb 2 be f s y4 f h q S h , .  . .a , b
 .  .ou deg R et deg S - 2b.Á a, b a, b
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Si a F b, on a:
yaa b 2 a byaf e s y4 h q P h e , .  . .a , b
yab a 2 a byae f s y4 h q Q h e , .  . .a , b
 .  .ou deg P et deg Q - 2 a.Á a, b a, b
LEMME 1.1.2. Pour tout i g N, on a les egalites sui¨ antes:Â Â
iq1 i iq1 if , e s i q 1 f i y h et e , f s i q 1 h y i e , .  .  .  .
 . w xet on en deduit, pour Q f g C f :Â
Q f f , e s Q f f 0 f y Q9 f fh y Q f h , .  .  .  . .
w xou le signe 9 designe la deri¨ ation usuelle dans C f .Á Â Â
 .  .Demonstration. Immediat avec 3 et 4 .Â Â
Suivent quelques resultats plus ou moins classiques qui seront neces-Â Â
saires dans les sections 1.2, 1.3 et 1.4.
w x m n n r PROPOSITION 1.1.3 Di1, 1.6 . Les elements f h et h e m, n g N, r gÂÂ
.N* forment une base de l'espace ¨ectoriel B .l
w x w xRemarque 1.1.4 Di1, 1.10 . On a B s C [ B , B .l l l
 .   .n .DEFINITION 1.1.5. Soit x g B . Soit N x s y g Bl N ad x y s 0,Â l Bl
4  .n 4 0 . Si N x s B , x est dit ad-nilpotent.l
LEMME 1.1.6. e et f sont ad-nilpotents.
 . .  .3 .Demonstration. On montre aisement que ad e e s ad e f sÂ Â B Bl l
 .2 .  .  .ad e h s 0 et cela conclut pour N e . On fait de meme pour N f .ÃBl
 .  4LEMME 1.1.7. Pour x g B , soit C x s y g B N xy s yx le commutantl l
 . w x  . w xde x. Alors C e s C e et C f s C f .
Demonstration. SoitÂ
x s a f ih j q b hkel i j k l
i , j l)0, k
 .un element de C e exprime dans la base de la proposition 1.1.3. On aÂ Â Â
donc:
a ef ih j q b ehkel s a f ih je q b hkelq1.   i j k l i j k l
i , j l)0, k i , j l)0, k
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 .  .En utilisant 2 et 3 , cette equation devient:Â
j y1 iy1a h y 2 e q a y4 f .  . 0 j i j
j iG1, j
k2 j lq1= h y 2 2 i y 1 h q 4 i i y 1 y l h q b h y 2 e .  .  . .  k l
l)0, k
y1 jj iy1 2s a h e q a y4 f h q 2h y l h q 2 .  .  . 0 j i j
j iG1, j
q b hkelq1. 5 . k l
l)0, k
On identifie alors les termes ne dependant que de h et e:Â
j k lq1 j k lq1a h y 2 e q b h y 2 e s a h e q b h e . .  .   0 j k l 0 j k l
j l)0, k j l)0, k
 . j  . kEn posant Q h s  a h , et pour tout l ) 0, P h s  b h , onj 0 j l k k l
obtient
Q h y 2 q P h y 2 el s Q h q P h el . .  .  .  . l l
l)0 l)0
 .  .  .  .Cela implique Q h y 2 s Q h et pour tout l ) 0, P h y 2 s P h etl l
 .  .on en deduit que les polynomes Q h et P h sont constants.Â Ã l
Or, avec ces notations, x s'ecrit:Â
x s a f ih j q Q h q P h el , .  . i j l
iG1, j l)0
donc
x s a f ihi q P e , . i j
iG1, j
 .avec l'equation 5 qui s'ecrit maintenant:Â Â
a f iy1 h2 y 2 2 i y 1 h q 4 i i y 1 y l h j .  . . i j
iG1, j
jiy1 2s a f h q 2h y l h q 2 . .  . i j
iG1, j
2  .  .  2 .  . .Or h y 2 2 i y 1 h q 4 i i y 1 y l s h q 2h y l q 4 i i y 1 y h ,
donc pour tout i G 1, on obtient:
jj 2 j4 i i y 1 y h a h s h q 2h y l a h q 2 y h s 0, .  .  . .  . i j i j
j j
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soit encore:
pj 2 pyj j4 i i y 1 y h a h s h q 2h y l a 2 h . 6 .  .  . .   i j i p /j
j j p)j
 .Soit i G 1 fixe et J s max j N a / 0 , s'il existe.Â i j
Jq1  .En identifiant les termes en h dans 6 , on obtient: y4 ia s 2 Ja ,i J i J
 .d'ou a 2 J q 4 i s 0 et donc a s 0, ce qui est exclu par definition de J.Á Âi J i J
Par consequent, pour tout i G 1 et tout j G 0, on a a s 0, d'ou finale-Â Ái j
 .ment x s P e .
 .  .DEFINITION 1.1.8. Si x est un element tel que N x s B et C x sÂ Â Â l
w xC x , on dit que x est faiblement nilpotent.
Remarque. Les lemmes 1.1.6 et 1.1.7 impliquent que e et f sont
faiblement nilpotents.
1.2. Structure de somme amalgamee sur Aut BÂ l
Le but de ce paragraphe est de mettre sur le groupe des automor-
phismes de B une structure de somme amalgamee. Pour cela, nousÂl
w xprocederons par la methode de Bass]Serre Se .Â Â
Soient
w x w xX s VsC f q Ch q Ce N B sC f , h , e , h , f1 1 1 1 l 1 1 1 1 1
w x w xs y2 f , h , e s 2 e , e , f s h 41 1 1 1 1 1 1
et
w x w xX s W s C f , h N f faiblement nilpotent, h , f s y2 f . 42 2 2 2 2 2 2
Remarque 1.2.1. Soit V s C f q Ch q Ce g X . Alors le lemme 5.51 1 1 1
w x 2de Di1 entraõne que la relation l s 4 f e q h q 2h est automatique-Ã 1 1 1 1
ment verifiee.Â Â
Soit alors G le graphe defini par l'ensemble des sommets Som G s X jÂ 1
X et les aretes ArG liant les sommets W g X et V g X lorsqu'il existeÃ2 2 1
X X X w X X x Xf , h g W tels que f soit faiblement nilpotent, h , f s y2 f , W s2 2 2 2 2 2
w X X xC f , h et C f q Ch ; V.2 2 2 2
Remarque 1.2.2. Aut B opere dans le graphe G. En effet un automor-Ál
phisme d'algebre conserve toute relation de commutateur, ainsi que laÁ
propriete de faible nilpotence et la notion d'engendrement.Â Â
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PROPOSITION 1.2.3.
w xC f , h T C f q Ch q Ce
v v}}}}}}}}}
Le graphe T est un domaine fondamental de G modulo Aut B , i.e. T ªl
GrAut B est un isomorphisme de graphes.l
Demonstration. La demonstration de cette proposition necessiteÂ Â Â
l'etablissement des lemmes 1.2.4, 1.2.5, 1.2.6 et de la proposition 1.2.8Â
suivants.
LEMME 1.2.4. Aut B agit sans in¨ersion d'aretes.Ãl
Demonstration. C'est clair, pour des raisons de dimensions.Â
w xLEMME 1.2.5 Di1, 5.5 . Soit V g X . Alors il existe F g Aut B tel que1 l
F V s C f q Ch q Ce. .
 .LEMME 1.2.6. Soit W g X . Alors il existe F g Aut B tel que F W s2 l
w xC f , h .
w xDemonstration. W s'ecrit W s C f , h , ou f est faiblement nilpo-Â Â Á2 2 2
w xtent, avec h , f s y2 f .2 2 2
w x  .D'apres le lemme 5.4 de Di1 , il existe F g Aut B tel que F f gÁ l 2
w xC f .
 .Comme F est un automorphisme d'algebre, F f est aussi faiblementÁ 2
  .. w  .x   ..nilpotent et donc C F f s C F f . Or f g C F f puisque2 2 2
 . w x  . w x w  .xF f g C f , d'ou l'on a simultanement F f g C f et f g C F f .Á Â2 2 2
 .  .Par consequent, on a F f g C [ C f , i.e. F f s a q b f.Â 2 2
1 1 . w  .  .x w x w x w xOr F f s F h , y F f g B , B et f s h, y f g B , B2 2 2 l l l l2 2
w x  .donc a g B , B et alors la remarque 1.1.4 implique a s 0 et F f sl l 2
 .b f b / 0 .
w  . x  .  .On a donc F h , f s y2 f , d'ou F h y h g C f et par suiteÁ2 2
 .  .  w x. w xF h s h q P f . Il est alors clair que F C f , h s C f , h .2 2 2
w xRemarque 1.2.7 Di1, 4.3 . Tout automorphisme de sl se prolonge de2
 .maniere unique en un automorphisme de U sl qui laisse stable l'idealÁ Â2
 .  .V y l . On definit ainsi un homomorphisme injectif de Aut sl dansÂ 2
Aut B .l
 .PROPOSITION 1.2.8. Soit WV arete de G V g X , W g X . Alors il existeÃ 1 2
F dans Aut B tel quel
w xF W s C f , h et F V s C f q Ch q Ce. .  .
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Demonstration. A priori, on aÂ
w xV s C f q Ch q Ce et W s C f , h ,1 1 1 2 2
 .  .avec f , h resp. f , h et e qui verifient les hypotheses de X resp. X ,Â Á2 2 1 1 1 2 1
et
C f q Ch ; C f q Ch q Ce .2 2 1 1 1
w x  .Le lemme 5.5 de Di1 donne l'existence de Q g Aut B tel que Q V sl
 . w  .  .x  .C f q Ch q Ce. On a alors Q W s C Q f , Q h , avec CQ f q2 2 2
 . w  .  .x  .CQ h ; C f q Ch q Ce et Q h , Q f s y2Q f .2 2 2 2
 .  .En particulier, CQ f q CQ h est une sous-algebre resoluble deÁ Â2 2
C f q Ch q Ce qui est isomorphe a sl donc elle est contenue dans uneÁ 2
sous-algebre de Borel de sl , et pour des raisons de dimension, c'est uneÁ 2
sous-algebre de Borel de sl . C'est aussi le cas de C f q Ch, et donc onÁ 2
w x  .  .peut appliquer Di3, 1.10.20 : il existe C g Aut sl s Aut sl , qui see 2 2
prolonge en un automorphisme de B par la remarque 1.2.7, tel quel
  .  ..C CQ f q CQ h s C f q Ch. C f q Ch q Ce est laisse globalementÂ2 2
invariant par un tel automorphisme. Par consequent, on aÂ
w x w xCQ C f , h s C CQ f , CQ h s C f , h .  . .2 2 2 2
et
CQ C f q Ch q Ce s C f q Ch q Ce. .1 1 1
La demonstration de la proposition 1.2.3 resulte alors des lemmes 1.2.4,Â Â
1.2.5, 1.2.6 et de la proposition 1.2.8.
PROPOSITION 1.2.9. Le stabilisateur de C f q Ch q Ce pour l'action
 .naturelle de Aut B est le sous-groupe A s Aut sl , identifie a un sous-Â Ál 2
groupe de Aut B .l
Demonstration. C'est clair d'apres la remarque 1.2.7.Â Á
Notations. Dans la suite, nous noterons C l'automorphisme de Bl
defini par:Â
C f s e, C h s yh et C e s f . .  .  .
 .Et Q a g C* designera l'automorphisme diagonal de B defini par:Â Âa l
Q f s ay1 f , Q h s h et Q e s a e. .  .  .a a a
w xSelon les notations de Di1 , pour n g N*, m g C, soient F et C lesn, m n, m
 n.automorphismes de B definis par F s exp ad m f et C sÂl n, m n, m
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 n.exp ad me , i.e. plus explicitement:
F : f ¬ fn , m
h ¬ h q 2mnf n
e ¬ e q mn n y 1 f ny1 y mnf ny1h y m2 n2 f 2 ny1 .
et
C : f ¬ f y mn n y 1 eny1 q mneny1h y m2 n2e2 ny1 .n , m
h ¬ h y 2mnen
e ¬ e.
w x xTHEOREME 1.2.10 Di1 , 6.1 . Le groupe Aut B est engendre par lesÂ Á Âl
 .automorphismes F et C n g N*, m g C .n, m n, m
w xPROPOSITION 1.2.11. Le stabilisateur de C f , h est le sous-groupe J
engendre par les automorphismes F et Q .Â n, m a
w xDemonstration. Soit J le stabilisateur de C f , h et soit u g J. Alors, laÂ
w x w xrestriction de u a C f , h est un automorphisme de C f , h et donc on peutÁ
w xlui appliquer le corollaire 18 de Sm : on a necessairementÂ
w xu h s h q P f et u f s a f a g C*, P f g C f . .  .  .  . .
Determinons maintenant l'image de e par u . Pour cela, on va etablir leÂ Â
lemme suivant:
LEMME 1.2.12. Soient e9, f 9, h9 g B tels quel
w x w x w xh9, e9 s 2 e9, h9, f 9 s y2 f 9 et e9, f 9 s h9.
 .   . w x.Si f 9 s a f et h9 s h q P f a g C*, P f g C f , alors
 .1 La ¨aluation de P est superieure ou egale a 1 et en ecri¨ antÂ Â Á Â
 .  .P f s y2a Q f f , on a
e9 s y a Q2 f q Q9 f f q Q f h q ay1e. .  .  . .
 . 2 22 Necessairement, on a l s 4 f 9e9 q h9 q 2h9 s 4e9 f 9 q h9 yÂ
w x2h9 et B s C f 9, h9, e9 .l
Demonstration. Ecrivons e9 en termes de la base de la propositionÂ
1.1.3:
e9 s a f ih j q b hkel . i j k l
i , j l)0, k
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w xSous les hypotheses du lemme, la relation e9, f 9 s h9 s'ecrit alors:Á Â
i j k la a f h , f q a b h e , f i j k l
i , j l)0, k
k lq a b h , f e s P f q h. 7 .  . k l
l)0, k
Or si l, k ) 0, on a
kk l k lh , f e s h y h q 2 fe . .
k1 2 k ly1s h q 2h y l h q 2 y h e .  . .4
 .et donc 7 s'ecrit:Â
jiq1 j k ly1a a f h y 2 y h q a b h l h y l y 1 e .  . . . i j k l
iG0, jG1 kG0, lG1
k1 2 k ly1q a b h q 2h y l h q 2 y h e s P f q h. .  .  . . k l 4
kG1, lG1
8 .
 .Soit L s max l ) 0 N 'k G 0, b / 0 , s'il existe, et soit K sk l
 .max k N b / 0 . Supposons L ) 1.k L
Si K s 0, le terme a b Lhe Ly1 apparaõt a gauche et donc l'egalite estÃ Á Â Â0 L
impossible.
 . Kq1 Ly1Si K G 1, le terme a L q Kr2 b h e n'est pas compense aÂ ÁK L
gauche donc l'egalite est impossible.Â Â
Par consequent, aucun cas n'est possible et donc l'hypothese L ) 1 estÂ Á
absurde. D'ou les seuls eventuels b non nuls correspondent a l s 1, i.e.Á Â Ák l
e9 s a f ih j q b hk e. i j k /
i , j k
 .Et alors 8 devient:
jiq1 j kq1a a f h y 2 y h q a b h . . i j k
iG0, jG1 k
k1 2 kq a b h q 2h y l h q 2 y h s P f q h. 9 .  .  .  . . k 4
kG1
 . Soit J s max j G 1 N ' i G 0, a / 0 , s'il existe, et soit I s max i N a /i j i J
.0 .
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Si J G 2, on a a gauche un terme en f Iq1hJy1 a coefficient non nulÁ Á
donc l'egalite est impossible. Donc si J existe, on a J s 1, i.e. e9 peutÂ Â
s'ecrire:Â
e9 s R f q Q f h q b hke, .  .  k
k
 .  . w x w xou R f et Q f g C f . Alors la condition e9, f 9 s h9 devientÁ
k1kq1 2 ky2a Q f f q a b h q a b h q 2h y l h q 2 y h .  .  . . k k 4
k kG1
s P f q h , .
d'ou l'on a d'une part:Á
P f s y2a Q f f .  .
et d'autre part:
ky1
k1kq1 2 kyq qa b h q a b h y 2h y l 2 h s h. .  k k 4 q /k kG1 qs0
 .Soit K s max k N b / 0 . Si K G 1, alors le terme dominant a gauche estÁk
 . Kq1a b Kr2 q 1 h , donc l'egalite n'est pas possible. D'ou K s 0 et alorsÂ Â ÁK
b s ay1.0
Finalement on a
f 9 s a f ,
h9 s h y 2a Q f f , .
e9 s R f q Q f h q ay1e, .  .
 .  . w xou R f , Q f g C f et a g C*.Á
w xAlors la relation h9, e9 s 2 e9 s'ecritÂ
y1 y1h y 2a Q f f , R f q Q f h q a e s 2 R f q 2Q f h q 2a e, .  .  .  .  .
 . w x w  .xd'ou, en utilisant que pour tout polynome P f g C f , on a h, P f sÁ Ã
 .y2 P9 f f , on obtient
y1y2 R9 f f y 2Q9 f fh q 2a e y 4a Q f Q f f 9 f y 2 Q f f , e .  .  .  .  . .
s 2 R f q 2Q f h q 2ay1e. .  .
Avec le lemme 1.1.2, apres simplifications, on peut alors ecrireÁ Â
y2 R9 f f y 4a Q f Q f f 9 f y 2 Q f f 0 f s 2 R f , .  .  .  .  . .  .
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et donc
R9 f f q R f s y2a Q f Q9 f f 2 y 2a Q2 f f y Q f f 0 f , .  .  .  .  .  . .
soit encore
R f f 9 s ya Q2 f f 2 9 y Q f f 9 f y Q f f 9, .  .  .  . .  . . .
d'ou l'on aÁ
R f f s ya Q2 f f 2 y Q f f 9 f q Q f f .  .  .  . .
s ya Q2 f f 2 y Q9 f f 2 . .  .
On obtient finalement
e9 s y a Q2 f q Q9 f f q Q f h q ay1e. .  .  . .
On verifie aisement qu'on a l s 4 f 9e9 q h92 q 2h9. Et par consequent,Â Â Â
l'application f ¬ f 9, h ¬ h9, e ¬ e9, qui est bijective car triangulaire,
w xdefinit un automorphisme de B et donc on a B s C f 9, h9, e9 . CelaÂ l l
conclut la demonstration du lemme 1.2.12.Â
Revenons a la demonstration de la proposition 1.2.11. Le lemme 1.2.12Á Â
implique alors que, si u g J, on a
u f s a f , .
u h s h y 2a Q f f , .  .
u e s y a Q2 f q Q9 f f q Q f h q ay1e. .  .  .  . .
Inversement, il est facile de voir qu'un automorphisme ainsi defini stabiliseÂ
w xC f , h .
 .Pour u g J, on appellera dans la suite le polynome Q f correspondantÃ
``polynome associe a u .''Ã Â Á
Montrons maintenant que J est engendre par les automorphismes FÂ n, m
et les automorphismes Q .a
Soit donc u g J, i.e.
u f s a f , u h s h y 2a Q f f , .  .  .
u e s y a Q2 f q Q9 f f q Q f h q ay1e. .  .  .  . .
Quitte a composer u a gauche par l'automorphisme Q qui est aussi dansÁ Á a
.J , on peut supposer a s 1.
Montrons par recurrence sur le degre de Q qu'un tel automorphisme uÂ Â
est dans le groupe engendre par les automorphismes F .Â n, m
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 .  .Si deg Q s 0, alors Q f s a et donc
u f s f , u h s h y 2 af , .  .
u e s ya2 f q ah q e, soit encore u s F . . 1, ya
 .Supposons maintenant le resultat montre pour deg Q F n y 1.Â Â
  .  .Soit alors u g J de polynome associe Q de degre n i.e. Q f s P f qÃ Â Â
n  . .af , a g C* et deg P F n y 1 :
u f s f , u h s h y 2 P f f y 2 af nq1 , .  .  .
u e s R f q P f h q af nh q e, .  .  .
 .  2 .  ..ou R f s y Q f q Q9 f f.Á
Comme tout automorphisme F est evidemment dans J, en com-Ân, m
posant u par F , on obtient un nouvel automorphisme de J. Plusnq1, arnq1.
precisement, on aÂ Â
F u h s h y 2 P f f , .  . .nq1, arnq1.
 .donc on a ainsi un automorphisme dont le polynome associe P f est deÃ Â
degre inferieur ou egal a n y 1. On peut alors lui appliquer l'hypothese deÂ Â Â Á Á
recurrence et par consequent, on en deduit que F u est dans leÂ Â Â nq1, arnq1.
groupe engendre par les F , d'ou u l'est aussi. On a ainsi montre que leÂ Á Ân, m
w xstabilisateur J de C f , h est inclus dans le sous-groupe de Aut B engen-l
dre par les F et les Q et l'inclusion reciproque est evidente. CelaÂ Â Ân, m a
acheve la preuve de la proposition 1.2.11.Á
PROPOSITION 1.2.13. G est un graphe connexe.
w xDemonstration. D'apres le lemme 2 du paragraphe 4 de Se , il suffit deÂ Á
verifier que Aut B est engendre par la reunion des deux stabilisateurs desÂ Â Âl
propositions 1.2.9 et 1.2.11. Or d'apres le theoreme 1.2.10, Aut B estÁ Â Á l
engendre par les automorphismes F et C . Mais on verifie aisementÂ Â Ân, m n, m
que CF C s C , donc Aut B est engendre par C et les F , soitÂn, m n, m l n, m
encore par les deux stabilisateurs des sommets de T.
PROPOSITION 1.2.14. G ne contient pas de circuit.
Demonstration. Soit V W V W . . . V W V un eventuel circuit sansÂ Â1 1 2 2 n n 1
.  .aller-retour dans le graphe G V g X , W g X . D'apres la propositionÁi 1 i 2
1.2.8, il est clair qu'on peut supposer:
w xV s C f q Ch q Ce et W s C f , h .1 1
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 .1 Dans un premier temps, montrons par recurrence qu'on peutÂ
construire des elements x , h , x , . . . , h , x , h , x tels que, pourÂ Â 0 1 1 n n nq1 nq1
tout i G 1, on a
w xV s C x q Ch q C x et W s C x , h ,i i i iy1 i i i
 .en notant V s V et W s W avecnq1 1 nq1 1
w x w x w xh , x s y2 x , h , x s 2 x , x , x s h ,i i i i iy1 iy1 iy1 i i
w xB s C x , h , xl i i iy1
et pour tout i G 2,
h s yh q 2S x x , .i iy1 i iy1 iy1
x s x q S x h y S2 x q SX x x , .  .  . .i iy2 i iy1 iy1 i iy1 i iy1 iy1
w xou S g C x et deg S G 1.Á i iy1 i
On a x s e, h s h, x s f. Supposons x , h , x , . . . , h , x con-0 1 1 0 1 1 iy1 iy1
struits. On a:
w xV s C x q Ch q C x et W s C x , h ,iy1 iy1 iy1 iy2 iy1 iy1 iy1
w x w x w xavec h , x s y2 x , h , x s 2 x , x , x s h ,iy1 iy1 iy1 iy1 iy2 iy2 iy2 iy1 iy1
w xB s C x , h , x . W V est une arete de G donc il existe xÃl iy1 iy1 iy2 iy1 i
 .faiblement nilpotent et y dans W tels queiy1
w x w xW s C x , y , y , x s y2 x et C x q C y ; V .iy1 i
L'application x ¬ x, h ¬ y definit donc un automorphisme de WÂiy1 iy1 iy1
w x  . w xet alors le corollaire 18 de Sm implique qu'il existe a g C*, P f g C f
tels que:
x s ax et y s h q P x . 10 .  .iy1 iy1 iy1
V W est une arete de G donc on peut ecrire:Ã Âi i
w x w xW s C u , ¨ , ¨ , u s y2u et Cu q C¨ ; V .i i
Cu q C¨ et C x q C y sont alors deux sous-algebres resolubles de dimen-Á Â
w xsion 2 de V , qui est isomorphe a sl , donc d'apres Di3, 1.10.16 elles sontÁ Ái 2
chacune contenue dans une sous-algebre de Borel de V et pour desÁ i
raisons de dimension, ce sont des sous-algebres de Borel relativement aÁ Á
.des sous-algebres de Cartan a priori differentes . Par consequent, d'apresÁ Â Â Á
w x Di3, 1.10.18 , leur intersection contient une sous-algebre de Cartan deÁ
.dimension 1 Ck. Or on a W / W puisque le circuit est sans aller-iy1 i
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 .  ..retour, donc C x q C y / Cu q C¨ , puis dim C x q C y l Cu q C¨ s
 .  .1. Par consequent, C x q C y l Cu q C¨ s Ck et il existe x9 et u9 telsÂ
que:
C x q C y s C x9 q Ck et Cu q C¨ s Cu9 q Ck .
Realisons maintenant la decomposition triangulaire de V selon la sous-Â Â i
algebre de Cartan Ck:Á
V s C f 9 q Ck q Ce9,i
ouÁ
w x w x w xk , f 9 s y2 f 9, k , e9 s 2 e9 et e9, f 9 s k .
w xEn ecrivant x9 s a f 9 q b h9 q c e9, on a k, x9 s y2 a f 9 q 2c e9.Â 1 1 1 1 1
Si a et c sont tous deux non nuls, alors les elements k, y2 a f 9 q 2c e9Â Â1 1 1 1
et x9 sont lineairement independants dans la sous-algebre de Lie resolubleÂ Â Á Â
C x9 q Ck qui est de dimension 2. C'est evidemment impossible et parÂ
consequent, a s 0 ou c s 0, soit encoreÂ 1 1
C x q C y s C x9 q Ck s C f 9 q Ck ou Ck q Ce9.
De meme, on montre queÃ
Cu q C¨ s Cu9 q Ck s C f 9 q Ck ou Ck q Ce9.
Sachant que C x q C y / Cu q C¨ , on peut supposer par exemple:
C x q C y s C f 9 q Ck et Cu q C¨ s Ck q Ce9.
w xPosons alors k s a x q b y et f 9 s g x q d y. Puisque l'on a y, x s y2 x,
w x  .la relation k, f 9 s y2 f 9 implique l'egalite 2 ad y bg x s y2g x y 2d y.Â Â
 .On en deduit d s 0 et donc g / 0 car f 9 / 0 et y2bg s y2g , soitÂ
encore d s 0 et b s 1. Par consequent, on aÂ
k s a x q y et f 9 s g x ,
 .d'ou, avec 10 :Á
k s a a x q h q P x et f 9 s g a x , .  .  . .iy1 iy1 iy1 iy1
que l'on ecriraÂ
k s h q Q x et f 9 s bx . 11 .  .iy1 iy1 iy1
De meme, en posant k s a 9u q b9¨ et e9 s g 9u q d 9¨ , on obtient:Ã
k s a 9u y ¨ et u9 s g 9u.
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Le bilan est donc:
V s C f 9 q Ck q Ce9,i
w x w xW s C f 9, k , W s C e9, k ,iy1 i
avec
w x w x w xk , f 9 s y2 f 9, k , e9 s 2 e9 et e9, f 9 s k ,
et
k s h q Q x et f 9 s bx . .iy1 iy1 iy1
L'hypothese de recurrence faite sur la structure de V permet d'utiliserÁ Â iy1
j k k l  .les x h et h x j, k g N, l g N* comme nouvelle base de Biy1 iy1 iy1 iy2 l
afin de determiner e9, connaissant f 9 et k. Le lemme 1.2.12 donne en effetÂ
w xl'existence de R g C x tel que:iy1
k s h y 2bR x x .iy1 iy1 iy1
et
e9 s y bR2 x q R9 x x q R x h q by1 x , .  .  . .iy1 iy1 iy1 iy1 iy1 iy2
2 w xet on a l s 4e9 f 9 q k y 2k et Bl s C f 9, h9, e9 .
Appelons h s yk et x s be9. Alors, on ai i
l s 4by1 x bx q h2 q 2h s 4 x x q h2 q 2h ,i iy1 i i i iy1 i i
w x w xh , x s yb k , e9 s y2be9 s y2 x ,i i i
w x y1 w x y1h , x s yb k , f 9 s 2b f 9 s 2 x ,i iy1 iy1
w x w xx , x s f 9, e9 s yk s h ,iy1 i i
et
w xB s C x , h , x .l i i iy1
Par consequent, l'application x ¬ x , h ¬ h , x ¬ x definit unÂ Âiy2 iy1 iy1 i iy1 i
automorphisme de B et doncl
w x w xB s C x , h , x s C x , h , x .l iy1 iy1 iy2 i i iy1
On a ainsi construit h et x tels quei i
w xV s C x q Ch q C x , W s C x , h ,i i i iy1 i i i
w x w x w x w xh , x s y2 x , h , x s 2 x , x , x s h , B s C x , h , xi i i i iy1 iy1 iy1 i i l i i iy1
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et
h s yh q 2S x x , .i iy1 iy1 iy1
x s x q S x h y S2 x q S9 x x . .  .  . .i iy2 iy1 iy1 iy1 iy1 iy1
Notons que necessairement, on a deg S G 1 sinon on auraitÂ
h s yh q 2a xi iy1 iy1
x s x q a h y a 2 x ,i iy2 iy1 iy1
et donc V s C x q Ch q C x s C x q Ch q C x s V , ceiy1 iy1 iy1 iy2 i y1 i i i
qui n'est pas possible puisqu'il n'y a pas d'aller-retour dans le circuit.
Cela conclut la demonstration de la recurrence.Â Â
 .  .2 La filtration canonique de U sl definit par passage auÂ2
quotient une filtration de B . On noteral
F s Vect x . . . x N x g C f q Ch q Ce, s F n .n 1 s i
 .et pour x g B , d x designera la filtration de x, i.e. x g F y F .Âl d x . d x .y1
L'algebre graduee associee a B est integre donc, pour u, ¨ g B , on aÁ Â Â Á Ál l
 .  .  .d u¨ s d u q d ¨ .
 .  .  .  .Montrons par recurrence sur i G 2 que d h ) d h , d x ) d xÂ i iy1 i iy1
 .  .et d x ) d h . Si i s 2, puisque deg S G 1, on ai i 2
d S f f s 1 q deg S d f s 1 q deg S ) 1 s d h s d h , .  .  .  .  . .2 2 2 1
 .   . .  .et donc d h s d yh q 2S f f s 1 q deg S ) d h .2 2 2 1
De memeÃ
d S f h s d h q d S f s 1 q deg S .  .  . .  .2 2 2
et
d S2 f f q SX f f s 1 q 2 deg S , .  . .2 2 2
d'ou l'on a:Á
d x s d e q S f h y S2 f f y SX f f s1 q 2 deg S ) 1 s d f .  .  .  .  . .2 2 2 2 2
s d x , .1
 .  .et d x s 1 q 2 deg S ) 1 q deg S s d h .2 2 2 2
Supposons que pour un certain i ) 2, on a
d x ) d x , d h ) d h et d x ) d h . .  .  .  .  .  .iy1 iy2 iy1 iy2 iy1 iy1
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On sait que l'on a
h s yh q 2S x x , .i iy1 i iy1 iy1
x s x q S x h y S2 x q SX x x . .  .  . .i iy2 i iy1 iy1 i iy1 i iy1 iy1
Alors l'hypothese de recurrence impliqueÁ Â
d S x x s d x 1 q deg S ) d h , .  .  .  . .i iy1 iy1 iy1 i iy1
et donc
d h s d x 1 q deg S ) d h . .  .  .  .i iy1 i iy1
D'autre part, on a
d S x h s d x deg S q d h - d x 1 q deg S , .  .  .  .  . .i iy1 iy1 iy1 i iy1 iy1 i
et
d S2 x x q SX x x s d x 1 q 2 deg S , .  .  .  . .i iy1 iy1 i iy1 iy1 iy1 i
d'ou, puisque deg S G 1, on a:Á i
d x s d x 1 q 2 deg S ) d x , .  .  .  .i iy1 i iy1
et
d x s d x 1 q 2 deg S s d h q d x deg S ) d h . .  .  .  .  .  .i iy1 i i iy1 i i
Cela acheve la recurrence.Á Â
 .   . .Pour i G 1, posons maintenant d V s sup d x , x g V .i i
 .  .  .  .On a alors d V s d x ) d x s d V et donci i iy1 iy1
1 s d V - d V - ??? - d V - d V s 1, .  .  .  .1 2 n 1
ce qui est absurde.
THEOREME 1.2.15. On a Aut B s A) J, ou A est le sous-groupeÂ Á Ál I
 .Aut sl et J est le sous-groupe engendre par les automorphismes Q et FÂ2 a n, m
et I s A l J.
w xDemonstration. D'apres le theoreme 6 du paragraphe 4 de Se , il fautÂ Á Â Á
et il suffit de montrer que G est un arbre, ce qui est par definition unÂ
graphe connexe, non vide et sans circuit. Alors les deux propositions 1.2.13
et 1.2.14 concluent la demonstration.Â
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1.3. Estude des sous-groupes finis de Aut Bl
PROPOSITION 1.3.1. Tout sous-groupe fini de J est conjugue dans J a unÂ Á
sous-groupe de A.
Demonstration. Soit G un sous-groupe fini de J. Pour tout g g G,Â
on a:
g : f ¬ g fg
h ¬ h y 2g Q f f .g g
e ¬ y g Q2 f q QX f f q Q f h q gy1e. .  .  . .g g g g g
w xSoit C f l'espace des polynomes en f de valuation superieure ou egale aÃ Â Â Á1
w x w x1. G opere sur F s C f [ Ch en stabilisant C f . Comme G est fini,Á 1 1
par semi-simplicite on sait qu'il existe V, sous-G-module de F, tel queÂ
w xF s C f [ V.1
w xOr dans F, codim C f s 1 donc dim V s 1 et par consequent on aÂ1
 .  . w xV s Ch9, ou h9 peut s'ecrire h9 s h y 2 R f f avec R f g C f .Á Â
 .  .Ch9 est G-stable donc, pour tout g g G, on a g h9 s a h9 a g C* ,g g
soit encore
h y 2g Q f f y 2g R g f f s a h y 2a R f f , .  . .g g g g g g
 .d'ou pour tout g g G, on a a s 1, i.e. g h9 s h9 etÁ g
g Q f q g R g f s R f . 12 .  .  . .g g g g
w xNotons que l'on a h9, f s y2 f.
w x w xCherchons maintenant e9 g B tel que e9, f s h9, h9, e9 s 2 e9.l
 .Sachant que h9 s h y 2 R f f , le lemme 1.2.12 implique que l'on a:
e9 s y R2 f q R9 f f q R f h q e .  .  . .
w x 2et necessairement B s C f 9, h9, e9 et l s 4 fe9 q h9 q 2h9.Â l
Montrons qu'avec e9 ainsi determine, Ce9 est G-stable.Â Â
g e9 s yg R2 g f f y g R9 g f f q R g f h y 2g R g f Q f f .  . .  .  .  .g g g g g g g g
yg Q2 f f y QX f f q Q f h q gy1e, .  .  .g g g g g
soit encore
2 Xg e9 s yg R g f q Q f f y g R9 g f q Q f f .  .  . .  . .  .g g g g g g
q R g f q Q f h q gy1e. 13 .  . . .g g g
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 .Or d'apres 12 , on aÁ
Q f q R g f s gy1R f , .  . .g g g
donc
QX f q g R9 g f s gy1R9 f . .  . .g g g g
 .L'equation 13 s'ecrit alorsÂ Â
g e9 s ygy1R2 f f y gy1R9 f f q gy1R f h q gy1e, .  .  .  .g g g g
 . y1c'est-a-dire g e9 s g e9, ce qui prouve que Ce9 est G-stable.Á g
Soit alors l'application u : f ¬ f , h ¬ h9, e ¬ e9.
Par construction des elements h9 et e9, u definit ainsi un morphisme,Â Â Â
qui est bijectif car triangulaire, et par consequent u g J.Â
 .  .  .Pour tout g g G, on sait que l'on a g f s g f , g h9 s h9 et g e9 sg
gy1e9 et donc il est facile de voir que pour tout g g G, on a uy1 gu sg
y1Q g A et donc u linearise le sous-groupe fini G de J.Âg g
COROLLAIRE 1.3.2. Tout sous-groupe fini de Aut B est conjugue a unÂ Ál
sous-groupe de A.
Demonstration. On a montre que Aut B s A) J. On peut alors appli-Â Â l I
w xquer le corollaire du theoreme 8 de Se et donc tout sous-groupe fini deÂ Á
A) J est conjugue a un sous-groupe de A ou de J. La proposition 1.3.1Â ÁI
permet alors de conclure.
COROLLAIRE 1.3.3. Tout sous-groupe fini de J est cyclique.
Demonstration. Soit G un sous-groupe fini de J et soit w : G ª G*,Â
g ¬ g .g
 .w est evidemment un morphisme, qui est injectif d'apres l'equation 12 ;Â Â
par consequent, G s'identifie a un sous-groupe fini de C* et donc G estÂ Á
cyclique.
 .1.4. Propriete des sous-groupes finis de Aut U slÂÂ 2
 .THEOREME 1.4.1. Tout sous-groupe fini de Aut U sl est isomorphe aÂ Á Á2
 .un sous-groupe fini de Aut sl .2
 .Demonstration. Soit G un sous-groupe fini de Aut U sl . D'apres leÂ Á2
w x  .theoreme 21 de Ko , on sait que U sl est un module libre sur sonÂ Á 2
w xcentre C V . Plus precisement, toute C-base du sous-espace H des ele-Â Â Â Â
 kments harmoniques i.e. le sous-espace engendre par les elements X , ouÂ Â Â Á
.  . w xX est nilpotent dans sl , k s 1, 2, . . . engendre U sl comme C V -2 2
module libre. Comme E et F sont des elements harmoniques, on peutÂ Â
 4completer E, F en une base B de H.Â
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Soit u g G alors on peut ecrire:Â
u E s P V X et u F s Q V Y , .  .  .  . X Y
XgB 9 YgB 0
ou B9 et B0 sont des parties finies de B et pour tous X g B9, Y g B0, PÁ X
w xet Q sont dans C V .Y
A chaque element de G, on associe ainsi un nombre fini de polynomesÂ Â Ã
w xde C V et comme G est fini, on obtient alors une collection finie de
polynomes associes a G. Il est donc possible de choisir l g C tel que pourÃ Â Á
 .  .tous u g G, X g B9, Y g B0, on ait P l / 0 et Q l / 0.X Y
 .D'autre part, tout automorphisme de U sl fixe V; donc on peut2
 .considerer l'application F : Aut U sl ª Aut B . Montrons qu'alors FÂ l 2 l lNG
 .est une injection. Soit u g G tel que F u s Id. En notant x la classe del
X dans B , on al
P l x s e. 14 .  . X
XgB 9
w x  .  .Or le lemme 6.1 de Di4 assure que l'ideal V y l de U sl ne contientÂ 2
 .aucun element harmonique et par consequent les elements x X g BÂ Â Â Â Â
 .sont lineairement independants dans B . Ainsi, l'egalite 14 implique que,Â Â Â Âl
 4  .pour tout X g B9 y E , on a P l s 0. Or l a ete choisi de facËon a ceÂ Â ÁX
qu'il ne soit racine d'aucun polynome P , donc necessairement on aÃ ÂX
 4B9 s E .
 .  .  .Alors on a u E s P V E et puisque u V s V, on obtient E sE
n .   ..n  .u E s P V E, ou n est l'ordre de u . Par consequent, P V g C*,Á ÂE E
 .  .  .soit encore u E s aE a g C* . Alors l'hypothese F u s Id impliqueÁ l
 .a s 1, d'ou finalement u E s E.Á
 .  .On fait de meme pour montrer que u F s F, et on en deduit u H s HÃ Â
w x <puisque H s E, F . Donc F est bien une injection.Gl
 .Par consequent, G est isomorphe a F G , qui est un sous-groupe fini deÂ Á l
Aut B donc linearisable d'apres le corollaire 1.3.2. Donc G est iso-Â Ál
morphe a un sous-groupe du groupe des automorphismes de sl .Á 2
 .2. SUR LES SOUS-GROUPES FINIS DE U h
2.1. Proprietes generalesÂÂ Â Â
h designe l'algebre nilpotente de dimension 3 sur C:Â Á
w xh s C x q C y q C z , avec x , y s z .
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w x  .  .LEMME 2.1.1 A . Pour tout u g Aut U h , on a u z s a z, a g C*.
 .En particulier, l'ideal engendre par z est in¨ariant sous l'action de AutU h .Â Â
 . 0  . 0  .LEMME 2.1.2. Aut U h , Aut U h i C*, ou Aut U h designe leÁ Â
 .sous-groupe des automorphismes de U h qui fixent z.
 .Demonstration. Soit u g Aut U h . D'apres le lemme 2.1.1, on aÂ Á
 .  .u z s a z, a g C*. Il est alors facile de voir que w : Aut U h ª C*,
u ¬ a est un morphisme de groupes surjectif. D'ou l'on a:Á
1 ª Aut0 U h ª Aut U h ª C* ª 1. .  .
On obtient une section de w en posant, pour tout a g C*:
c a : x ¬ a x , y ¬ y , z ¬ a z , .
d'ou le resultat.Á Â
2.2. Proprietes des sous-groupes finisÂÂ
0  .PROPOSITION 2.2.1. Tout sous-groupe fini de Aut U h est isomorphe aÁ
 .un sous-groupe fini de SL 2, C .
 .Remarque. Les sous-groupes finis de SL 2, C sont classifies a conjugai-Â Á
son pres en les cinq types A , D , E , E , E .Á n n 6 7 8
Demonstration de la proposition. Soit G un sous-groupe fini deÂ
0  .Aut U h . Pour tout u g G, on peut ecrireÂ
u x s P z x i y i et u y s Q z x i y j, .  .  .  . i j i j
 .  .i , j gA i , j gB
ou A et B sont des parties finies de N = N et pour tous i, j, P etÁ i j
w xQ g C z .i j
 .  .Soit l g C tel que, pour tous u g G, i, j g A j B, on ait P l / 0 eti j
 .Q l / 0.i j
0  .   .Montrons qu'alors l'application naturelle F : Aut U h ª Aut U h rl
 ..   .  .z y l induit une injection de G dans Aut U h r z y l : soit u g G tel
 .que F u s Id. Alors, en notant x et y les classes de x et y dansl
 .  .U h r z y l , on a:
i jP l x y s x , . i j
 .i , j gA
soit encore
P l x i y j y x g z y l . .  . i j
 .i , j gA
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 .  .  .Cela implique que pour tout i, j / 1, 0 , on a P l s 0; ce qui est exclui j
 .4  .  .par choix de l. Par consequent, on a A s 1, 0 et donc u x s P z x.Â
 .Alors, puisque u z s z, on a, en notant n l'ordre de u
nnx s u x s P z x , .  . .
 .  .  .donc P z g C*, i.e., u x s a x. Or on a F u s Id, donc on obtientl
 .  .  .a s 1, d'ou u x s x. De meme, on a u y s y, et comme u z s z, on aÁ Ã
bien u s Id.
 .Ainsi, G est isomorphe a F G , qui est un sous-groupe fini deÁ l
  .  ..Aut U h r z y l .
 .Soit A C l'algebre de Weyl d'indice 1 sur C, i.e. l'algebre associativeÁ Á1
engendree sur C par les elements p et q tels que pq y qp s 1. Alors,Â Â Â
  .  ..  .pour l / 0, on a l'isomorphisme Aut U h r z y l , Aut A C , puisque1’ ’ .  .  .U h r z y l , A C via l'application x ¬ l p, y ª l q.1
 .On sait que tout sous-groupe fini de Aut A C est conjugue a unÂ Á1
 .   .  ..sous-groupe de SL 2, C donc tout sous-groupe fini de Aut U h r z y l ,
et par consequent G lui-meme, est isomorphe a un sous-groupe deÂ Ã Á
 .SL 2, C .
 .THEOREME 2.2.2. Soit G un sous-groupe fini de Aut U h . Alors, il existeÂ Á
une suite exacte
1 ª H ª G ª C ª 1,
ou C est un groupe cyclique et ou H est isomorphe a un sous-groupe deÁ Á Á
 .SL 2, C .
 .Demonstration. Soit G un sous-groupe fini de Aut U h . D'apres leÂ Á
 .lemme 2.1.1, pour tout u g G, il existe a g C* tel que u z s a z. On
definit alors le morphisme de groupes w : G ª C*, u ¬ a . Puisque G estÂ
 .fini, w G est un sous-groupe fini de C* donc c'est un sous-groupe cyclique
C. On a alors la suite exacte:
1 ª H ª G ª C ª 1,
<ou H s ker w .Á G
H est un sous-groupe de G qui fixe z donc c'est un sous-groupe de
0  .Aut U h . On peut par consequent lui appliquer la proposition 2.2.1.Â
 .Remarque. Soit G le sous-groupe de Aut U h engendre par les auto-Â
morphismes u et s definis par:Â
u : x ¬ ix , y ¬ iy , z ¬ yz ,
avec i2 s y1, et
s : x ¬ yx , y ¬ y , z ¬ yz .
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On montre aisement que les sous-groupes C et H correspondant a G sontÂ Á
Zr2Z et Zr4Z et que G est isomorphe a Zr4Z = Zr2Z et donc estÁ
abelien. Il est alors clair que G n'est pas isomorphe a un sous-groupe finiÂ Á
 .de SL 2, C .
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